
Tα Mαθηµατικα τηs Aρχαιαs Aλ�ξανδρ�ιαs

Ωs γνωστoν, η αρχαια βιβλιoθηκη τηs Aλ�ξανδρ�ιαs ηταν µ�ρos αvτov

πov oνoµαζoταν Movσ�ιo. Oµωs αvτo δ�ν ηταν µovσ�ιo µ� την σηµ�ρινη

�ννoια, αλλα παν�πιστηµιo, τo πρωτo παν�πιστηµιo στην ιστoρια. Eναs

απo τovs πρωτovs καθηγητ�s �κ�ι ηταν o Evκλ�ιδηs, o πατ�ραs τηs

µαθηµατικηs παραδoσ�ωs. To κvριo �ργo τov Evκλ�ιδη, τα Στoιχ�ια,

�ιναι τo πρωτo µ�γαλo µνηµ�ιo στην ιστoρια τηs µαθηµατικηs σκ�ψ�ωs

και η �πιδραση τov στην µ�τ�π�ιτα �πιστηµη �ιναι τ�ραστια.
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Θα πρoσπαθησω να �ξηγησω γιατι. Aρχιζω λoιπoν µ� �να �ντ�λωs

στoιχ�ιωδ�s αλλα και θ�µ�λιωδ�s παραδ�ιγµα : την απoδ�ιξη τov Evκλ�ιδη

oτι τo σvνoλo των πρωτων αριθµων �ιναι απ�ιρo. Στα �πoµ�να µ� αριθµos

�ννoω �ναν θ�τικo ακ�ραιo. As θvµηθovµ� oτι πρωτoι oνoµαζoνται oι

αριθµoι oι oπoιoι �ιναι διαιρ�τoι µoνo απo τoν �αvτo τovs και τη µoναδα.

Oι πρωτoι απoτ�λovν τovs oικoδoµικovs λιθovs στo βασιλ�ιo των αριθµων,

γιατι oλoι oι αλλoι αριθµoι �ιναι σvνθ�τoι, �φoσoν παραγoνται π�ρνoνταs

γινoµ�να πρωτων. Aκoµα και η πιo �πιπoλαια µ�λ�τη απoκαλvπτ�ι oτι oι

πρωτoι αραιωνovν oπωs πρoχωρovµ� σ� oλo�να µ�γαλvτ�ρovs αριθµovs.

Eγ�ιρ�ται λoιπoν τo �ρωτηµα : σταµατovν καπov; δηλαδη vπαρχ�ι

καπoιos τ�λ�vταιos πρωτos, και oλoι oι αριθµoι πov τoν ακoλovθovν �ιναι

σvνθ�τoι; o Evκλ�ιδηs ηταν o πρωτos πov �καν� αvτo τo �ρωτηµα

και o πρωτos πov τo απαντησ� και κατα �ναν τ�λ�ιo τρoπo.
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Kαν�ναs ηλ�κτρoνικos vπoλoγιστηs δ�ν θα µπoρovσ� να απαντησ�ι στo

�ρωτηµα, �φoσoν �ιναι �ρωτηµα πov αφoρα τo απ�ιρo. Moνo o νovs

µπoρovσ�. Eδω �ιναι λoιπoν η απoδ�ιξη τov Evκλ�ιδη. As vπoθ�σovµ�

oτι τovναντιoν, τo σvνoλo των πρωτων αριθµων �ιναι π�π�ρασµ�νo,

�πoµ�νωs µπoρovµ� να τovs απαριθµησovµ� κατα αvξovσα ταξη,

παραλ�ιπoνταs την µoναδα :
p1, p2, ..., pn

As �ξ�τασovµ� τoτ� τoν αριθµo

M = Π + 1
oπov Π �ιναι τo γινoµ�νo :

Π = p1p2 · · · pn

Eφoσoν o M �ιναι µ�γαλvτ�ρos απo τoν τ�λ�vταιo πρωτo, τoν pn, πρ�π�ι

να �ιναι σvνθ�τos αριθµos. Eπoµ�νωs o M �χ�ι καπoιoν πρωτo παραγoντα,

αs πovµ� τoν q. Aρα o q �ιναι �ναs απo τovs p1, p2, ..., pn. 3



Oµωs, �αν q = pk για καπoιo k = 1, ..., n, τoτ� �φoσoν o q διαιρ�ι τoν M

και �πισηs πρoφανωs διαιρ�ι τo γινoµ�νo Π, κατ αναγκην διαιρ�ι την

διαφoρα τovs, δηλαδη την µoναδα. Tovτo oµωs �ιναι ατoπo. Γιατι καν�ιs

αριθµos, �κτos απo την ιδια την µoναδα, δ�ν διαιρ�ι την µoναδα, και

�χovµ� παραλ�ιψ�ι την µoναδα στην παραπανω απαριθµηση.

Eπoµ�νωs τo αντιθ�τo τηs αρχικηs µαs vπoθ�σ�ωs πρ�π�ι να ισχv�ι,

δηλαδη τo σvνoλo των πρωτων αριθµων πρ�π�ι να �ιναι απ�ιρo.
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Oσo απλη αν φαιν�ται αvτη η απoδ�ιξη, θ�ωρηται ακoµα ωs µια απo

τιs κoµψoτ�ρ�s σ� oλα τα µαθηµατικα. As σκ�φθovµ� τιs �παναστασ�ιs

στην ιστoρια τηs σκ�ψ�ωs πov π�ρι�χoνται σ� αvτo τo απλo κoµµατι

µαθηµατικων. Πρωτoν, oτι o νovs µπoρ�ι να θ�σ�ι �να �ρωτηµα πov αφoρα

τo απ�ιρo. ∆�vτ�ρoν, oτι o νovs µπoρ�ι να δωσ�ι την απαντηση κατα

�ναν καθoριστικo και µη αµφισβητησιµo τρoπo. Tριτoν, oτι η αληθ�ια

βρισκ�ται δ�ιχνoνταs oτι η αντιθ�τη vπoθ�ση oδηγ�ι σ� ατoπo. Oλ�s

oι µ�γαλ�s απoδ�ιξ�ιs στα µαθηµατικα απo την �πoχη τov Evκλ�ιδη

µ�χρι σηµ�ρα �χovν χρησιµoπoιησ�ι την Evκλ�ιδια µ�θoδo τηs �ιs ατoπoν

απαγωγηs.
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Tα Στoιχ�ια τov Evκλ�ιδη απαρτιζoνται απo 13 βιβλια. To πιo

πρoχωρηµ�νo µ�ρos των Στoιχ�ιων �ιναι τo 5o βιβλιo. Aρχαιoι

σχoλιασται µαs πληρoφoρovν oτι η θ�ωρια πov αναπτvσσ�ται σ� αvτo

τo βιβλιo, η θ�ωρια των αναλoγιων, oπωs oνoµαζoταν, ηταν ανακαλvψη

τov Evδoξov, µαθηµατικov σvγχρoνov µ� τoν Aριστoτ�λη. O ιδιos o

Evκλ�ιδηs ισωs vπηρξ� µαθητηs τov. Oλα τα σvνγραµµατα τov, oπωs και

oλων των αρχαιων Eλληνων µαθηµατικων πρo τov Evκλ�ιδη �χovν χαθ�ι.

Παρoλα ταvτα τo �ργo τov διασωθηκ� µ�σω τov Evκλ�ιδη.

H θ�ωρια των αναλoγιων ηταν η θ�ωρια των σvν�χων µ�γ�θων,

oπωs µηκη, �µβαδα, oγκoι, χρoνικα διαστηµατα, βαρη, κλπ.

Eπoµ�νωs �χovµ� να κανovµ� µ� µια θ�ωρια ακραs γ�νικoτηταs,

θ�µ�λ�ιωδ�στατη.
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Για να καταλαβovµ� πια ηταν η βασικη δvσκoλια πov αντιµ�τωπισ�

o Evδoξos, πρ�π�ι να παµ� πισω στovs 6o και 5o π.X. αιων�s, �πoχη

η oπoια στo πλαισιo των αρχαιων Eλληνικων µαθηµατικων απoτ�λ�ι

πρoιστoρια �φoσoν µoνo µvθoι �χovν µ�ιν�ι απo �κ�ινη την �πoχη.

Toν 6o π.X. αιωνα �χovµ� την µvθικη µoρφη τov Πvθαγoρα, o oπoιos

διακηρvττ� oτι τo παν αριθµos. Στην π�ριπτωση πιo σvγκ�κριµ�νων

πραγµατων oπωs σvν�χη µ�γ�θη αvτo σηµαιν� oτι η σχ�ση µ�ταξv δvo

oµo�ιδων µ�γ�θων µπoρ�ι να �κφραστ�ι ωs o λoγos δvo θ�τικων ακ�ραιων

αριθµων. Eαν µαs δoθovν, αs πovµ�, δvo oπoιαδηπoτ� µηκη a και a�,
µπoρovµ� να βρovµ� �να καταλληλωs µικρo µηκos u τ�τoιo ωστ� τo a

και τo a� να �ιναι ακ�ραια πoλλαπλασια τov u, δηλαδη να vπαρχovν

θ�τικoι ακ�ραιoι m και m� �τσι ωστ� :
a = mu και a� = m�u
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Λ�γovµ� τoτ� oτι τα a και a� �ιναι σvµµ�τρα µ�γ�θη, και τo u,

τo oπoιo δρα ωs µoναδα, �ιναι τo κoινo τovs µ�τρo. H σχ�ση τov a πρos

τo a� �ιναι τoτ� �κ�ινη τov m πρos τo m�, δηλαδη �κ�ινη πov oριζ�ι

τoν ρητo αριθµo
m

m�

Oµωs κατα τoν 5o π.X. αιωνα η φιλoσoφια των Πvθαγoρ�ιων, των

oπαδων τov Πvθαγoρα, vπ�στη �να καταστρoφικo πληγµα oταν �ναs απo

αvτovs, o Iππασos, �φτασ� σ� ατoπo πρoσπαθoνταs να βρ�ι κoινo µ�τρo

για την πλ�vρα και την διαγωνιo �νos τ�τραγωνov η �νos κανoνικov

π�νταγωνov.
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∆ηµιovργηθηκ� τoτ� κριση πov �φ�ρ� τα µαθηµατικα σχ�δoν σ� τ�λµα.

Oι απoδ�ιξ�ιs των π�ρισσoτ�ρων βασικων θ�ωρηµατων τηs γ�ωµ�τριαs,

ακoµα και �κ�ινov πov αφoρα τα oµoια τριγωνα, και πανω στo oπoιo

βασιζoταν, κατα πασα πιθανoτητα, η αρχικη απoδ�ιξη τov π�ριφηµov

Πvθαγoρ�ιov θ�ωρηµατos, χρησιµoπoιovσαν την ψ�vδη vπoθ�ση oτι

oλα τα ζ�vγη oµo�ιδων µ�γ�θων �ιναι σvµµ�τρα.

H κριση ξ�π�ραστηκ� µoνo oταν o Evδoξos αν�καλvψ� την θ�ωρια τov

των αναλoγιων. O Evδoξos �καν� �να µ�γαλo αφαιρ�τικo αλµα oταν

σvν�ιδητoπoιησ� oτι �ιναι µαταιo να πρoσπαθ�ι καν�ιs να δωσ�ι

�ναν αµ�σo oρισµo τηs �ννoιαs τov σvν�χovs µ�γ�θovs.
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Aντιθ�τα, πρ�π�ι να πρoχωρησovµ� �µµ�σα �ισαγoνταs τα αιτηµατα oτι

�να µ�γ�θos µπoρ�ι να πoλλαπλασιαστ�ι µ� �ναν θ�τικo ακ�ραιo δινoνταs

�να αλλo oµo�ιδ�s µ�γ�θos, και oτι δvo oµo�ιδη µ�γ�θη µπoρovν να

σvγκριθovν. Ovτ� πρ�π�ι καν�ιs να πρoσπαθ�ι να oρισ�ι αµ�σα τι

�ννoovµ� µ� αναλoγια δvo oµo�ιδων µ�γ�θων, παρα µoνo να oρισ�ι τι

�ννoovµ� µ� ισoτητα δvo αναλoγιων, δηλαδη τι �ννoovµ� oταν λ�µ� oτι

η αναλoγια τov a πρos τo a��ιναι ιση πρos την αναλoγια τov b

πρos τo b�, oπov a και a� oµo�ιδη µ�γ�θη, �πι παραδ�ιγµατι µηκη,

και �πισηs b και b� oµo�ιδη µ�γ�θη, �πι παραδ�ιγµατι χρoνικα

διαστηµατα, αλλα oχι κατ αναγκη τov ιδιov �ιδovs oπωs τα µ�γ�θη

τov πρωτov ζ�vγovs.
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H ιδ�α τov Evδoξov ηταν λoιπoν η ακoλovθη. As �ξ�τασovµ� πρωτα την

π�ριπτωση πov µπoρovσαν να χ�ιριστovν πρoηγovµ�νωs, δηλαδη την

π�ριπτωση oπov τα a και a� �ιναι σvµµ�τρα. Toτ� vπαρχovν θ�τικoι

ακ�ραιoι m και m� �τσι ωστ�

m�a = ma�

Oµoιωs, �αν τα b και b� �ιναι σvµµ�τρα vπαρχovν θ�τικoι ακ�ραιoι

n και n� �τσι ωστ�

n�b = nb�

Toτ� η ισoτητα τηs αναλoγιαs τov a πρos τo a� µ� �κ�ινη τov b

πρos τo b� �κφραζ�ται απλα µ� την ισoτητα δvo ρητων αριθµων :
m

m� =
n

n�
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As �ξ�τασovµ� τωρα την γ�νικη π�ριπτωση oπov καν�να απo τα δvo

ζ�vγη δ�ν σvνισταται κατ αναγκη απo σvµµ�τρα µ�γ�θη. Oπoιoδηπoτ�

ζ�vγos (m, m�) θ�τικων ακ�ραιων αν παρovµ�, �ιτ� �χovµ� m�a ≤ ma� �ιτ�

�χovµ� m�a ≥ ma�, και η π�ριπτωση τηs ισoτηταs δ�ν θα σvµβ�ι

πoτ� αν τα µ�γ�θη a, a� �ιναι ασvµµ�τρα. Eδω �ιναι λoιπoν o oρισµos

τov Evδoξov, o π�ριφηµos 5os oρισµos τov 5ov βιβλιov των Στoιχ�ιων

τov Evκλ�ιδη :
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Eαν τα a, a� �ιναι oµo�ιδη µ�γ�θη, και τα b, b� �ιναι �πισηs

oµo�ιδη µ�γ�θη, λ�γovµ� oτι η αναλoγια τov a πρos τo a� �ιναι

ιση µ� την αναλoγια τov b πρos τo b�, �αν για καθ� ζ�vγos

(m, m�) θ�τικων ακ�ραιων, �χovµ� m�a ≤ ma� τoτ� και µoνoν τoτ�

oταν m�b ≤ mb�, και �χovµ� m�a ≥ ma� τoτ� και µoνoν τoτ�

oταν m�b ≥ mb�.
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Σ� oλη την ιστoρια των µαθηµατικων δ�ν vπαρχ�ι πovθ�να µ�γαλvτ�ρo

αλµα αφαιρ�σ�ωs. Πραγµατι, τo π�ρι�χoµ�νo τov 5ov βιβλιov δ�ν �γιν�

πληρωs αντιληπτo παρα µoνoν απo τo 2o ηµισv τov 19ov µ.X. αιωνα,

oταν �µφανιστηκ� τo �ργo τov Γ�ρµανov µαθηµατικov Dedekind. As

σηµ�ιωσovµ� oτι σvµφωνα µ� τoν oρισµo τov Evδoξov καθ� ζ�vγos

oµo�ιδων µ�γ�θων διαιρ�ι τo σvνoλo των ζ�vγων (m, m�) θ�τικων ακ�ραιων

σ� δvo vπoσvνoλα N1, N2 σvµφωνα µ� τo �αν ισχv�ι m�a ≤ ma�, η ισχv�ι

m�a ≥ ma�. Tα δvo vπoσvνoλα �χovν κoινα στoιχ�ια τoτ� και µoνoν τoτ�

oταν τα µ�γ�θη a, a� �ιναι σvµµ�τρα.
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Eιναι �vκoλo να δ�ι καν�ιs oτι αvτη η διαιρ�ση στην πραγµατικoτητα

αντιστoιχ�ι σ� διαιρ�ση τov σvνoλov των ρητων αριθµων σ� δvo

vπoσvνoλα Q1, Q2, oπov τo Q1 και τo Q2 π�ρι�χ�ι τovs ρητovs τηs

µoρφηs
m

m�
oπov τo ζ�vγos (m, m�) πρo�ρχ�ται απo τo vπoσvνoλo N1 και τo vπoσvνoλo

N2, αντιστoιχωs. Eαν τo q1 �ιναι στoιχ�ιo τov Q1 και τo q2 στoιχ�ιo

τov Q2, παντoτ� �χovµ� q1 ≥ q2 και τα δvo vπoσvνoλα �χovν �να κoινo

στoιχ�ιo �αν και µoνoν �αν τα a, a� �ιναι σvµµ�τρα.
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O Dedekind λoιπoν, ακoλovθoνταs τoν πιo πανω oρισµo τov 5ov

Evκλ�ιδιov βιβλιov, ταvτισ� την αναλoγια, τoν πραγµατικo αριθµo, για

να χρησιµoπoιησovµ� την σvγχρoνη oρoλoγια, µ� µια τ�τoια διαιρ�ση τov

σvνoλov των ρητων αριθµων. Kαι o oρισµos αvτos τov Dedekind απoτ�λ�ι

τo σηµ�ιo �κκινησηs τηs σvγχρoνηs αναλvσηs. Για αvτoν τoν λoγo,

παρoλoν oτι τα σvγραµµατα τov �χovν oλα χαθ�ι, o Evδoξos

σvγκαταλ�γ�ται µ�ταξv των µ�γαλvτ�ρων µαθηµατικων τηs ιστoριαs.
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Eρχoµαι τωρα στην πιo σηµαντικη σvµβoλη τov ιδιov τov Evκλ�ιδη,

αvτo πov �κτoτ� �ιναι παγκoσµιωs γνωστo ωs Evκλ�ιδια Γ�ωµ�τρια.

Για να �ιµαστ� σ� θ�ση να �κτιµησovµ� σωστα την σηµασια αvτηs

τηs σvµβoληs, πρ�π�ι να ανατρ�ξovµ� στιs aρχ�s τov ανθρωπινov

πoλιτισµov πov �λαβαν χωραν στην Aιγvπτo και ταvτoχρoνα στην

M�σoπoταµια. Σ� αvτovs τovs αρχαιoτατovs πoλιτισµovs, αρχηs

γ�νoµ�νηs κατα την διαρκ�ια τηs 3ηs π.X. χιλι�τιαs, �vρ�θηκαν �µπ�ιρικoι

κανoν�s oι oπoιoι �διναν λvσ�ιs σ� γ�ωµ�τρικα πρoβληµατα πov

πρo�κvπταν στην ζωη. Στην Aιγvπτo, oι �παναλαµβανoµ�ν�s πληµµvρ�s

τov N�ιλov �σβηναν τα σvνoρα µ�ταξv των αγρoκτηµατων και �πισηs

µ�ιωναν τo �µβαδoν µ�ρικων κτηµατων αvξανoνταs τo �µβαδoν αλλων.
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M�τα απo καθ� πληµµvρα, oι τoπoγραφoι τov Φαραω �πρ�π� να

ξαναχαραξovν τα σvνoρα και �πισηs να ξαναvπoλoγισovν τo �µβαδoν

τov καθ� κτηµατos µ� τoν σκoπo να vπoλoγισovν σωστα τoν oφ�ιλoµ�νo

φoρo. Avτo ηταν, σvµφωνα µ� τιs αρχαι�s µαρτvρι�s, τo αρχικo κινητρo

για την �vρ�ση �µπ�ιρικων κανoνων στην γ�ωµ�τρια τov �πιπ�δov.

Aπo την αλλη µ�ρια �κ�ινoι πov �κτισαν τιs πvραµιδ�s �ιχαν να

αντιµ�τωπισovν την µ�γαλvτ�ρη πρoκληση των πρoβληµατων τηs

στ�ρ�oµ�τριαs. To πιo �ντvπωσιακo κατoρθωµα αvτηs τηs �µπ�ιρικηs

π�ριoδov τηs γ�ωµ�τριαs, π�ρι�χ�ται σ� �ναν παπvρo πov φvλασσ�ται

στo Aιγvπτιακo Movσ�ιo τηs Moσχαs. ∆ιν�ι τoν σωστo κανoνα για τoν

oγκo µιαs oρθηs πvραµιδαs µ� τ�τραγωνη βαση, παρoµoιαs λoιπoν

µ� τιs M�γαλ�s Πvραµιδ�s, µ�σω τov vψovs και τov µηκovs τηs καθ�

πλ�vραs τηs βασ�ωs.
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Oι αρχαιoι Eλλην�s, oταν ηρθαν στo πρoσκηνιo τηs ιστoριαs κατα

την 1η π.X. χιλι�τια, αν�πτvξαν στ�ν�s σχ�σ�ιs µ� την Aιγvπτo.

Eτσι o πoλv αρχαιoτ�ρos πoλιτισµos τηs Φαραωνικηs Aιγvπτov �π�δρασ�

στoν σχηµατισµo τov aρχαιov Eλληνικov πoλιτισµov, και o Eλληνικos

πoλιτισµos �γιν� o κληρoνoµos τov Aιγvπτιακov. Aντιθ�τα, τ�τoι�s

σχ�σ�ιs δ�ν αν�πτvχθηκαν µ� την M�σoπoταµια, oχι µoνo λoγω τηs

µ�γαλvτ�ρηs γ�ωγραφικηs απoστασηs, αλλα �πισηs γιατι o πoλιτισµos

τηs M�σoπoταµιαs, αντιθ�τα απo �κ�ινoν τηs Aιγvπτov, �ιχ� vπoστ�ι

αλλ�παλληλ�s καταστρoφ�s. Λ�γ�ται oτι o Πvθαγoραs �µ�ιν� π�ρισσoτ�ρα

απo 20 χρoνια στην Aιγvπτo, σπovδαζoνταs. Oταν τ�λικα �π�στρ�ψ�

στην Eλλαδα �φ�ρ� µαζι τov τovs θησαvρovs τηs Aιγvπτιακηs

�µπ�ιρικηs γ�ωµ�τριαs. Oπωs ηδη αν�φ�ρα, η πρωτη αvτη π�ριoδos

των αρχαιων Eλληνικων µαθηµατικων τvλιγ�ται στην αχλη τov µvθov.
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Παρoλα ταvτα �ιναι β�βαιo oτι αvτos και oι µαθητ�s τov αρχισαν

βαθµιαια να ανακαλvπτovν λoγικ�s σvνδ�σ�ιs µ�ταξv των διαφoρων

�µπ�ιρικων δ�δoµ�νων. Eπι παραδ�ιγµατι, τo Πvθαγoρ�ιo θ�ωρηµα

βρ�θηκ� oτι ηταν λoγικη σvν�π�ια των δ�δoµ�νων πov αφoρovν τα

oµoια τριγωνα. To δ�δoµ�νo oτι τo αθρoισµα των γωνιων �νos τριγωνov

�ιναι ισo µ� δvo oρθ�s βρ�θηκ� oτι ηταν λoγικη σvν�π�ια των

ιδιoτητων των παραλληλων γραµµων. Ωσπov σ� καπoιo σηµ�ιo στoν 4o π.X.

αιωνα ηρθ� η µ�γαλ�πιβoλη ιδ�α oτι oλη η γ�ωµ�τρια ισωs απoρρ��ι

απo λιγ�s βασικ�s αρχ�s. Aλλα, πov να ξ�κινησ�ι καν�ιs, πωs να ψαξ�ι

για αvτ�s τιs βασικ�s αρχ�s; Avτo πρ�π�ι να ηταν �να πρoβληµα

ασvγκριτηs δvσκoλιαs.
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Kαι τovτo γιατι η γ�ωµ�τρια ηταν αντιληπτη και µ�σω των αισθησ�ων

και oχι µoνo µ�σω τov νov. Kαι ηταν σχ�δoν αδvνατoν να µην vπoπ�σ�ι

καν�ιs στo σφαλµα τov να παραδ�χθ�ι αθ�λα τov, διχωs να τo �ισαγ�ι

ρητα ωs vπoθ�ση, κατι �ντ�λωs πρoφαν�s στo µατι. Eτσι, κατι πov

φαινoνταν να �ιναι λoγικη σvν�π�ια των βασικων αρχων ηταν στην

πραγµατικoτητα απoτ�λ�σµα µη σvν�ιδητων πρoσθ�των vπoθ�σ�ων.

O Aριστoτ�ληs, o ιδρvτηs τηs σvστηµατικηs λoγικηs, �δ�ιξ� στo

�ργo τov Aναλvτικα Πρoτ�ρα oτι η θ�ωρια των παραλληλων τηs �πoχηs

τov π�ρι�ιχ� �ναν τ�τoιo φαvλo κvκλo.
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Avτos λoιπoν �ιναι o λoγos για τoν oπoιo ηταν �να πραγµατικα

τρoµακτικo �πιτ�vγµα oταν o Evκλ�ιδηs τ�λικα κατoρθωσ� να βρ�ι

π�ντ� αιτηµατα απo τα oπoια oλη η γ�ωµ�τρια τov �πιπ�δov µπoρovσ�

να �ξαχθ�ι µ� καθαρα λoγικ�s διαδικασι�s. Iδιαιτ�ρα �ντvπωσιακo

�ιναι τo γ�γoνos oτι αντιληφθηκ� oτι oι αντιρρησ�ιs τov

Aριστoτ�λη µπoρovσαν να vπ�ρκ�ραστovν µoνo µ� την �ισαγωγη τov

5ov αιτηµατos. Tα αλλα τ�σσ�ρα αιτηµατα τov �ιναι απλ�s πρoτασ�ιs.

To 1o αιτηµα, �πι παραδ�ιγµατι λ��ι oτι για καθ� ζ�vγos σηµ�ιων

vπαρχ�ι �να και µoναδικo �vθvγραµµo τµηµα µ� ακρα τα δoθ�ντα

σηµ�ια. Oµωs τo 5o αιτηµα δ�ν �ιναι τoσo απλo. Eδω �ιναι,

στην αρχικη τov διατvπωση :
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Eαν µια �vθ�ια γραµµη πov πρoσπιπτ�ι σ� δvo αλλ�s �vθ�ι�s

γραµµ�s καν�ι τo αθρoισµα των �σωτ�ρικων γωνιων απo την ιδια

πλ�vρα µικρoτ�ρo απo δvo oρθ�s, τoτ� oι δvo �vθ�ι�s γραµµ�s,

πρo�κτ�ινoµ�ν�s �π αoριστoν, θα σvναντηθovν απo �κ�ινη την

πλ�vρα απ oπov κ�ινται oι πρoαναφ�ρθησ�s γωνι�s.

[Figure1]
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Avτo �ιναι τo πιo διασηµo αιτηµα στην ιστoρια των µαθηµατικων.

Για δvo χιλι�τι�s µια µακρα σ�ιρα ικανoτατων µαθηµατικων

πιστ�vαν oτι o τρoπos πov �ξ�ργαστηκ� τo θ�µα o Evκλ�ιδηs ηταν

�λαττωµατικos και πρoσπαθovσαν να δ�ιξovν oτι τo 5o αιτηµα �ιναι

λoγικη σvν�π�ια των αλλων τ�σσαρων αιτηµατων. T �λικα, κατα τo 1o

ηµισv τov 19ov µ.X. αιωνα, o Evκλ�ιδηs δικαιωθηκ� oταν ανακαλvφθηκ�

oτι �γκαταλ�ιπoνταs τo 5o αιτηµα oδηγovµαστ� σ� µια ν�α γ�ωµ�τρια.

Avτη η ανακαλvψη τηs µη − Evκλ�ιδιαs γ�ωµ�τριαs απoτ�λ�ι �να απo

τα σηµαντικoτ�ρα σηµ�ια καµπηs στην ιστoρια των µαθηµατικων.
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Σvνoψιζoνταs, o Evκλ�ιδηs, oρθoνoνταs τo oικoδoµηµα τηs γ�ωµ�τριαs

πανω σ� µια αξιωµατικη βαση, �δωσ� τo πρωτo παραδ�ιγµα τηs

vπoθ�τικo− απoδ�ικτικηs µ�θoδov. Oλ�s oι µ�γαλ�s θ�ωρι�s στιs

ακριβ�ιs �πιστηµ�s πov αναπτvχθηκαν �κτoτ� ακoλovθησαν τo

παραδ�ιγµα τov.

[Images]
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Avτ�s �ιναι �ικoν�s τηs µπρoστινηs και τηs πισω oψηs τov M�ταλλ�ιov

F ields. Kαθ� τ�σσ�ρα χρoνια λαµβαν�ι χωραν τo ∆ι�θν�s Koγκρ�σσo

των Mαθηµατικων, καθ� φoρα σ� διαφoρ�τικη πoλη ανα τoν κoσµo.

Στην �ναρκτηρια τ�λ�τη τov Koγκρ�σσov, βραβ�voνται µ� τo M�ταλλ�ιo

F ields µ�ταξv δvo και τ�σσ�ρ�ιs µαθηµατικoι, κατω των 40 �των,

oι oπoιoι �χovν καν�ι την πιo σηµαντικη σvµβoλη στα µαθηµατικα.

Παρoλoν τoν π�ριoρισµo τηs ηλικιαs, τo M�ταλλ�ιo F ields χαιρ�ι

παρoµoιαs �κτιµησ�ωs µ�ταξv των µαθηµατικων µ� �κ�ινην τov Bραβ�ιov

Noµπ�λ µ�ταξv των φvσικων. Kαι τovτo γιατι �νω τo Bραβ�ιo

Noµπ�λ απoφασιζ�ται απo την Σovηδικη Aκαδηµια και απoν�µ�ται απo

τoν Bασιλ�α τηs Σovηδιαs, τo M�ταλλ�ιo F ields απoφασιζ�ται απo την

∆ι�θνη Mαθηµατικη Eνωση και απoν�µ�ται απo τoν Aρχηγo Kρατovs
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η Πρωτo Πoλιτη τηs χωραs oπov λαµβαν�ι χωραν τo Koγκρ�σσo,

παρovσια π�ριπov 10 χιλιαδων µαθηµατικων απo oλoν τoν κoσµo.

H µπρoστινη oψη τov M�ταλλ�ιov F ields �ικoνιζ�ι τoν κoρvφαιo

των µαθηµατικων, τoν Aρχιµηδη, τo oνoµα τov στα Eλληνικα

�πιγραφ�ται στην δ�ξια πλ�vρα. O ανθρωπos αvτos ηταν καπoτ�

µαθητηs στo Movσ�ιo τηs Aλ�ξανδρ�ιαs και ακovγ� πρoσ�κτικα

τα µαθηµατα τov δασκαλov τov, τov Evκλ�ιδη. H �πιγραφη στα

Λατινικα σηµαιν�ι :

Ξ�π�ρασ� τoν �αvτo σov και σvν�λαβ� τoν κoσµo
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H πισω oψη τov M�ταλλ�ιov F ields �ικoνιζ�ι τo διαγραµµα πov o ιδιos

�ιχ� ζητησ�ι να τoπoθ�τηθ�ι στoν ταφo τov, µια σφαιρα

�νγ�γραµµ�νη σ� �ναν κvλινδρo. Θα �ξηγησω αvτo παρακατω.

H �πιγραφη στα Λατινικα σηµαιν�ι :

Aπoν�µ�ται σ� µαθηµατικovs �πιλ�γµ�νovs απo oλoν τoν κoσµo

για τα �ξαιρ�τικα τovs σvνγραµµατα
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O Aρχιµηδηs π�ρασ� την ν�oτητα τov στην Aλ�ξανδρ�ια. Eκ�ι �καν�

τιs πρωτ�s τov µ�γαλ�s µαθηµατικ�s ανακαλvψ�ιs. Eκ�ι �πισηs

αρχισ� η δια βιov φιλια τov µ� τoν Koνωνα o oπoιos αργoτ�ρα

�γιν� Bασιλικos Aστρoνoµos τηs Aιγvπτov. M�τα την �πιστρoφη

τov στην µητρικη τov πoλη, τιs Σvρακovσ�s, �ξακoλovθησ� να

κρατα στ�ν�s σχ�σ�ιs µ� τovs διανoητ�s τηs Aλ�ξαδρ�ιαs, µ�χρι

τo τ�λos τηs ζωηs τov. Eκ�ινoν τoν καιρo αν ησovν µαθηµατικos

και ηθ�λ�s τo �ργo σov να διαβαστ�ι απo αλλovs τo �στ�λν�s στην

Bιβλιoθηκη τηs Aλ�ξανδρ�ιαs.
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Mαs παραδιδoνται απo αρχαιovs σvνγραφ�ιs �νδιαφ�ρovσ�s λ�πτoµ�ρ�ι�s

πov ριχνovν φωs στην πρoσωπικoτητα τov. Hταν �ναs µ�τριoφρων, αλλα

παιχνιδιαρηs, ανθρωπos, η �πιτoµη τov αφηρηµ�νov καθηγητη, �φoσoν

ηταν τ�λ�ιωs βvθισµ�νos στιs σκ�ψ�ιs τov. Eκ�ινη την �πoχη oι ανθρωπoι

σvνηθιζαν να κανovν λovτρα µακραs διαρκ�ιαs και κατoπιν να αλ�ιφovν

τoν �αvτo τovs µ� λαδι. M�τα τo λovτρo o Aρχιµηδηs χανoταν για ωρ�s

σχ�διαζoνταs διαγραµµατα στo λαδoµ�νo δ�ρµα τov. Kαπoτ� oταν η

λvση �νos πρoβληµατos στo oπoιo �ργαζoταν �πι µακρoν τov ηρθ� ξαφνικα

δι�κoψ� τo λovτρo τov και βγηκ� τρ�χατos στovs δρoµovs γvµνos

φωναζoνταs : Evρηκα, �vρηκα!
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Oµωs τo κoρvφαιo �πισoδ�ιo απo αvτην την απoψη ηταν o θανατos τov.

H µητρικη τov πoλη αλωνoταν απo τoν Pωµαικo στρατo. Παντov

�πικρατovσ� θανατos και καταστρoφη. Aλλα παρoλo αvτo τo χαos, o

Aρχιµηδηs, τωρα vπ�ργηρos, καθoταν, oπωs παντα, µπρoστα στα

διαγραµµατα τov σκ�πτoµ�νos. Oταν �ναs στρατιωτηs τoν πλησιασ�

και πατησ� πανω στα διαγραµµατα τov, o Aρχιµηδηs αναφωνηs� :

Mη µov τovs κvκλovs ταραττ�. Eτσι o στρατιωτηs oργισµ�νos τoν

σκoτωσ�.
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Eρχoµαι τωρα στην σφαιρα και τoν κvλινδρo. H σφαιρα �ιναι β�βαια

η απλovστατη καµπvλη �πιφαν�ια �φoσoν �ιναι τo σvνoρo τov

απλovστατov των στ�ρ�ων. Oµωs, παρoλoν oτι µ�γαλoι µαθηµατικoι

πρovπηρξαν τov Aρχιµηδη, καν�ιs δ�ν µπoρ�σ� να βρ�ι τo �µβαδoν

τηs �πιφαν�ιαs τηs σφαιραs. Στα µαθηµατικα, τoτ� oπωs και τωρα,

τα πιo δvσκoλα πρoβληµατα �ιναι τα απλovστ�ρα τα oπoια �χovν

αντισταθ�ι την �πιλvση �πι µακρoν. O Aρχιµηδηs αφι�ρωσ� δvo

βιβλια µ� τιτλo Π�ρι Σφαιραs και Kvλινδρov, Bιβλια 1 και 2 sτην

γ�ωµ�τρια τηs σφαιραs. To πρoτ�λ�vταιo θ�ωρηµα τov 1ov βιβλιov διν�ι

την λvση σ� �να γ�νικoτ�ρo πρoβληµα, την �vρ�ση τov �µβαδov

τηs �πιφαν�ιαs �νos σφαιρικov τµηµατos, πov απoκoβ�ται απo σφαιρα

µ� �να αvθαιρ�τo �πιπ�δo.

[Figure2]
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As θ�ωρησovµ� �vθ�ια απo τo κ�ντρo O τηs σφαιραs, καθ�τη πρos

τoν δισκo πov απoτ�λ�ι την βαση τov σφαιρικov τµηµατos. Avτη η

�vθ�ια σvναντα την σφαιρα στην κoρvφη V. Oλα τα σηµ�ια τov κvκλov

πov �ιναι τo σvνoρo τov δισκov απ�χovν την ιδια απoσταση L απo τo V.

To θ�ωρηµα τov Aρχιµηδη λ��ι απλα oτι τo �µβαδoν τηs �πιφαν�ιαs τov

σφαιρικov τµηµατos �ιναι ισo µ� �κ�ινo δισκov ακτινos L. Eαν τo τµηµα

αντιστoιχ�ι σ� τoµ�α γωνιαs θ και η ακτινα τηs σφαιραs �ιναι R,

�χovµ�

L = 2R sin
�

θ

2

�

και τo �µβαδoν δισκov ακτινos L �ιναι

πL2 = 4πR2 sin2
�

θ

2

�
= 2πR2(1− cos θ)
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�πoµ�νωs σvµφωνα µ� τo θ�ωρηµα :

Eµβαδoν Σφαιρικov Tµηµατos = 2πR2(1− cos θ)

[Figure3]

Θα π�ριγραψω τωρα πωs o Aρχιµηδηs απoδ�ικνv�ι αvτo τo απoτ�λ�σµα.

Θ�ωρ�ι �να �πιπ�δo πov π�ρι�χ�ι τo �vθvγραµµo τµηµα OV. Eνα τ�τoιo

�πιπ�δo τ�µν�ι την σφαιρα σ� �ναν κvκλo και τoν δισκo πov �ιναι

η βαση τov σφαιρικov τµηµατos σ� �να �vθvγραµµo τµηµα καθ�τo

πρos τo OV. To ιχνos τov σφαιρικov τµηµατos στo �ν λoγω �πιπ�δo �ιναι

τo τµηµα τov κvκλov πov απoκoβ�ται απo τo �vθvγραµµo τµηµα. O

Aρχιµηδηs �νγραφ�ι σ� αvτo τo κvκλικo τµηµα �να πoλvγωνo µ� 2n

ισ�s πλ�vρ�s. Θ�ωρ�ι τoτ� την �πιφαν�ια �κ π�ριστρoφηs πov γ�νναται

απo τo πoλvγωνo oταν π�ριστρ�ψovµ� τo �πιπ�δo γvρω απo τoν αξoνα OV.
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H �πιφαν�ια αvτη απoτ�λ�ιται απo κωνικα τµηµατα τo καθ� �να απo τα

oπoια παραγ�ται απo την π�ριστρoφη µιαs πλ�vραs τov πoλvγωνov.

Eχovµ� n τ�τoια κωνικα τµηµατα. Tωρα τo �µβαδoν τηs �πιφαν�ιαs �νos

κωνικov τµηµατos πov παραγ�ται απo την π�ριστρoφη �νos �vθvγραµµov

τµηµατos, �δω µιαs πλ�vραs τov πoλvγωνov, µηκovs s, γvρω απo �ναν

αξoνα, �δω τoν OV, �ιναι

A = 2πs ·
1

2
(r1 + r2)

oπov r1 και r2 oι απoστασ�ιs των ακρων τov τµηµατos απo τoν αξoνα

π�ριστρoφηs. Eδω για τo vπαριθµoν m κωνικo τµηµα, m = 1, ..., n, �χovµ�

s = 2R sin
�

θ

2n

�
, r1 = R sin

�
mθ

n

�
, r2 = R sin

�
(m− 1)θ

n

�
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Eπoµ�νωs η Am, η �πιφαν�ια τov vπαριθµoν m κωνικov τµηµατos, �ιναι :

Am = 2πR2 · 2 sin
�

θ

2n

�
·
1

2

�

sin
�

mθ

n

�
+ sin

�
(m− 1)θ

n

��

O Aρχιµηδηs λoιπoν σvµπ�ραιν�ι oτι τo �µβαδoν τηs �πφαν�ιαs �κ

π�ριστρoφηs πov γ�νναται απo τo �νγ�γραµµ�νo πoλvγωνo �ιναι :
n�

m=1
Am = 2πR2

�
Sn + sin

�
θ

2n

�
sin θ

�

Tovτo διν�ι �να κατω φραγµα για τo �µβαδoν τηs �πιφαν�ιαs τov

σφαιρικov τµηµατos. Eδω Sn �ιναι η σ�ιρα :

Sn =
n−1�

m=1
2 sin

�
θ

2n

�
sin

�
mθ

n

�
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O Aρχιµηδηs ακoλovθωs βρισκ�ι την τιµη τov Sn γ�ωµ�τρικα µ� �ναν

ακρωs �πινoητικo τρoπo. [Figure4]

Eστω P1, , ..., Pn oι κoρvφ�s τov πoλvγωνov απo την αριστ�ρη πλ�vρα τov

V και P �1, ..., P �n oι αντιστoιχ�s κoρvφ�s απo την δ�ξια πλ�vρα τov V.

As καλ�σovµ� V � τo σηµ�ιo διαµ�τρικα αντιθ�τo µ� τo V. Ta �vθvγραµµα

τµηµατα P1P �1, ..., PnP �n σvναντovν την διαµ�τρo V V � στα σηµ�ια

C1, ..., Cn = M αντιστoιχωs. As �νωσovµ� τo P1 µ� τo P �2, ..., τo Pn−1 µ�

τo P �n. Eστω B1, ..., Bn−1 τα σηµ�ια oπov τα P1P �2, ..., Pn−1P �n
αντιστoιχωs σvναντovν την V V �.
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As θvµηθovµ� oτι oι γωνι�s πov vπoτ�ινovν ισα τoξα

σ� διαφoρ�τικα σηµ�ια τηs π�ριφ�ρ�ιαs �νos κvκλov �ιναι oλ�s ισ�s.

Eπoµ�νωs τα oρθoγωνια τριγωνα πov σχηµατιζoνται �ιναι oλα oµoια.

Aρα oι λoγoι των oριζoντιων τµηµατων πρos τα κατακoρvφα �ιναι oλoι

ισoι :
C1P �1
V C1

=
P1C1

C1B1
=

C2P �2
B1C2

=
P2C2

C2B2
= · · · =

CnP �n
Bn−1Cn

Eπoµ�νωs o λoγos τov αθρoισµατos των αριθµητων πρos τo αθρoισµα των

παρoνoµαστων �ιναι �πισηs ισos. Aλλα �φoσoν

P1C1 + C1P �1 = P1P �1, · · · , Pn−1Cn−1 + Cn−1P �n−1 = Pn−1P �n−1
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τo αθρoισµα των αριθµητων �ιναι :
n−1�

m=1
PmP �m + CnP �n

Eπισηs, �φoσoν

V C1 + C1B1 = V B1, B1C2 + C2B2 = B1B2, · · · ,

Bn−2Cn−1 + Cn−1Bn−1 = Bn−2Bn−1
τo αθρoισµα των παρoνoµαστων �ιναι :
V B1 + B1B2 + · · · + Bn−2Bn−1 + Bn−1Cn

Aλλα αvτo �ιναι απλα : V Cn.

Aπo την αλλη µ�ρια η κoινη τιµη τov λoγov �ιναι :
C1P �1
V C1

=
P1V �

P1V
oπov η τ�λ�vταια ισoτητα πρoκvπτ�ι παλι απo την oµoιoτητα

oρθoγωνιων τριγωνων. Σvµπ�ραινovµ� λoιπoν oτι : 39



�n−1
m=1 PmP �m + CnP �n

V Cn
=

P1V �

P1V
Eδω �χovµ� :

PmP �m = 2R sin
�

mθ

n

�
, CnP �n = R sin θ, V Cn = R(1− cos θ)

P1V � = 2R cos
�

θ

2n

�
, P1V = 2R sin

�
θ

2n

�

�πoµ�νωs τo απoτ�λ�σµα µαs ισoδvναµ�ι µ� :
�n−1

m=1 2 sin(mθ/n) + sin θ

1− cos θ
=

cos(θ/2n)

sin(θ/2n)
Aνακαλoνταs τoν oρισµo τov αθρoισµατos Sn πρoκvπτ�ι αµ�σωs η

τιµη τov Sn πov ζητovσαµ� :

Sn = cos
�

θ

2n

�
(1− cos θ)− sin

�
θ

2n

�
sin θ
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Πρoχωρoνταs στην απoδ�ιξη, o Aρχιµηδηs �ξ�ταζ�ι τo oριo n →∞.

Eφoσoν :

sin
�

θ

2n

�
→ 0, cos

�
θ

2n

�
→ 1

σvµπ�ραινovµ� oτι :

Sn → 1− cos θ

�πoµ�νωs :
n�

m=1
Am → 2πR2(1− cos θ)

Avτo �ιναι λoιπoν τo �µβαδoν τov σφαιρικov τµηµατos και τo θ�ωρηµα

απoδ�ικτηκ�.
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Στην παραπανω π�ριγραφη απλoπoιησα λιγo τα πραγµατα. O

σvλλoγισµos τov Aρχιµηδη �χ�ι απoλvτη αvστηρoτητα. Γιατι θ�ωρ�ι

�πισηs τo αντιστoιχo π�ριγ�γραµµ�νo πoλvγωνo τov oπoιov oι πλ�vρ�s �ιναι

παραλληλ�s πρos �κ�ιν�s τov �νγ�γραµµ�νov. To �µβαδoν τηs �πιφαν�ιαs

�κ π�ριστρoφηs πov παραγ�ται απo τo π�ριγ�γραµµ�νo πoλvγωνo,

τo oπoιo βρισκ�ι κατα παρoµoιo τρoπo, διν�ι �να ανω φραγµα για τo

�µβαδoν τov σφαιρικov τµηµατos. Eπιπλ�oν, �ξ�ταζoνταs διαφoρ�τικ�s

τιµ�s τov n, δ�ιχν�ι oτι καθ� ανω φραγµα vπ�ρ�χ�ι απo καθ� κατω

φραγµα, oτι η ακoλovθια των ανω φραγµων �ιναι φθινovσα �νω η

ακoλovθια των κατω φραγµων �ιναι αvξovσα, και oτι η διαφoρα µ�ταξv

των δvo φραγµων πov αντιστoιχovν στην ιδια τιµη τov n τ�ιν�ι στo

µηδ�ν oταν τo n τ�ιν�ι στo απ�ιρo. Kαι αvτo κλ�ιδων�ι την απoδ�ιξη.
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As παρατηρησovµ� oτι τo αθρoισµα Sn παρισταν�ι στo oριo n →∞
αvτo πov σηµ�ρα σvµβoλιζovµ� µ� τo oλoκληρωµα :

� θ

0
sin θ�dθ�

�πoµ�νωs τo απoτ�λ�σµα τov Aρχιµηδη πov αναφ�ραµ� πιo πανω �ιναι

ισoδvναµo µ� τoν τvπo :
� θ

0
sin θ�dθ� = 1− cos θ

Tα �ργα τov Aρχιµηδη π�ρι�χovν �ναν µ�γαλo αριθµo θ�ωρηµατων για

�µβαδα χωριων τov �πιπ�δov, oγκovs στ�ρ�ων, �µβαδα �πιφαν�ιων πov

απoτ�λovν σvνoρα στ�ρ�ων, και κ�ντρα βαρovs �πιπ�δων χωριων και

στ�ρ�ων. Σ� oλα αvτα τα θ�ωρηµατα �ισαγ�ι µ�θoδovs πov πρoιδ�αζovν

�κ�ιν�s τov oλoκληρωτικov λoγισµov κατα σχ�δoν δvo χιλι�τι�s.
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Eρχoµαι τ�λos στo �ντvπωσιακoτ�ρo �ργo τov Aρχιµηδη, την

vδρoστατικη τov, Π�ρι Oχovµ�νων Bιβλια 1 και 2. O Aρχιµηδηs ηταν

o πρωτos πov �π�κτ�ιν� τo π�διo �φαρµoγηs των µαθηµατικων

στoν φvσικo κoσµo, π�ραν τηs γ�ωµ�τριαs. Iδρvσ� τα π�δια τηs

oπτικηs, µηχανικηs και vδρoστατικηs. As σκ�φτovµ� τι σηµαιν�ι

αvτo. Σηµαιν�ι oτι για καθ� �να απo τα τρια αvτα π�δια, µoνos

�καν� τιs απαιτovµ�ν�s παρατηρησ�ιs και π�ιραµατα, βρηκ�

κατ αvτoν τoν τρoπo �µπ�ιρικovs κανoν�s, µ�τα ανακαλvψ� τιs

βασικ�s �ννoι�s και αρχ�s πov τovs σvνδ�ovν, και oρθωσ� θ�ωρια

πανω σ� αξιωµατικη βαση. Oτι χρ�ιαστηκ� χιλι�τι�s στην π�ριπτωση

τηs γ�ωµ�τριαs, σvντ�λ�στηκ� σ� µια ζωη απo �ναν ανθρωπo.
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Στην µηχανικη, �ισηγαγ� την �ννoια τηs δvναµ�ωs oχι µoνoν ωs

ανvσµατικηs πoσoτηταs, αλλα να δρα κατα µηκos µιαs γραµµηs. Mια

δvναµη λoιπoν για τoν Aρχιµηδη �ιναι µια πρoσανατoλισµ�νη γραµµη

µ� µ�γ�θos, τo µ�γ�θos τηs δvναµ�ωs. Eισηγαγ� �πισηs τη �ννoια τηs

ρoπηs. O oρισµos χρ�ιαζ�ται �να σηµ�ιo αναφoραs τo oπoιo καλovµ� αρχη.

H ρoπη η oπoια παραγ�ται απo µια δvναµη, ωs πρos µια δ�δoµ�νη

αρχη, �ιναι µια ανvσµατικη πoσoτητα τo µ�γ�θos τηs oπoιαs �ιναι ισo

πρos τo γινoµ�νo τov µ�γ�θovs τηs δvναµ�ωs µ� τη απoσταση τηs

γραµµηs τηs δvναµ�ωs απo την αρχη, και η δι�vθvνση τηs oπoιαs

�ιναι καθ�τη πρos τo �πιπ�δo πov π�ρι�χ�ι την γραµµη αvτη και την αρχη.
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Oι σvνθηκ�s ισoρρoπιαs �ιναι oτι τo αθρoισµα των δvναµ�ων µηδ�νιζ�ται

και τo αθρoισµα των ρoπων ωs πρos µια δ�δoµ�νη αρχη �πισηs

µηδ�νιζ�ται. Oταν η πρωτη σvνθηκη ικανoπoιηται, τo αθρoισµα των

ρoπων �ιναι αν�ξαρτητo απo την �πιλoγη τηs αρχηs. Eχovµ� �vσταθη

ισoρρoπια �αν καθ� αλλαγη θ�σ�ωs απo �κ�ινη τηs ισoρρoπιαs �χ�ι σαν

απoτ�λ�σµα την δηµιovργια σvνoλικηs δvναµ�ωs και σvνoλικηs ρoπηs

πov τ�ινovν να �παναφ�ρovν την αρχικη θ�ση.
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Στην vδρoστατικη, oταν �χovµ� �να στ�ρ�o �ν µ�ρ�ι βvθισµ�νo σ� �να

vγρo, η �λ�vθ�ρη �πιφαν�ια τov vγρov oνταs �να oριζoντιo �πιπ�δo,

δvo δvναµ�ιs �ξασκovνται στo στ�ρ�o. To βαρos τov, πov δρα πρos τα

κατω κατα µηκos µιαs κατακoρvφηs γραµµηs πov δι�ρχ�ται απo τo

κ�ντρo βαρovs τov στ�ρ�ov, και την ανωση πov δρα πρos τα πανω κατα

µηκos µιαs κατακoρvφηs γραµµηs πov δι�ρχ�ται απo τo κ�ντρo βαρovs

τov βvθισµ�νov τµηµατos τov στ�ρ�ov και �χ�ι µ�γ�θos ισo µ� τo

βαρos τov �κτoπισµ�νov vγρov.
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Aλλα o Aρχιµηδηs δ�ν σταµατησ� µ� την θ�µ�λιωση θ�ωριων. Πρoχωρησ�

στην πληρη αναπτvξη των θ�ωριων πov θ�µ�λιωσ� λvνoνταs τα πιo

δvσκoλα πρoβληµατα πov πρoκvπτovν στιs θ�ωρι�s αvτ�s. Oι λvσ�ιs

αvτων των πρoβληµατων π�ριγραφovν φαινoµ�να πov παρατηρovνται

στoν φvσικo κoσµo. To πιo �ντvπωσιακo �ργo τov Aρχιµηδη �ιναι τo 2o

βιβλιo των Oχovµ�νων, τo oπoιo µ�λ�τα µ� καθ� λ�πτoµ�ρ�ια τιs θ�σ�ιs

ισoρρoπιαs και την �vσταθ�ια τovs �νos στ�ρ�ov δ�δoµ�νηs πvκνoτηταs

σχηµατos παραβoλo�ιδovs �κ π�ριστρoφηs κoµµ�νov απo �να �πιπ�δo

καθ�τo πρos τoν αξoνα, πov �πιπλ��ι σ� �να vγρo vψηλoτ�ρηs

πvκνoτηταs. Π�ρι�χ�ι 10 θ�ωρηµατα. Θα δωσω τιs �κφωνησ�ιs των

θ�ωρηµατων 2, 4 και 8 ωστ� να µπoρ�σovµ� να παρovµ� µια ιδ�α τov

�πιστηµoνικov �πιπ�δov.
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Σvµβoλιζovµ� µ� σ την πvκνoτητα τov στ�ρ�ov και µ� ρ την πvκνoτητα

τov vγρov. Y πoθ�τovµ� oτι σ < ρ, ωστ� τo στ�ρ�o να µπoρ�ι να �πιπλ��ι

στo vγρo. Eπισηs σvµβoλιζovµ� µ� h τo vψos τov παραβoλικov τµηµατos

και a την ακτινα τov κvκλov πov απoτ�λ�ι την βαση τov τµηµατos.

Eστω p τo µηκos

p =
a2

h
To p �ιναι η παραµ�τρos τηs παραβoληs πov παραγ�ι τo παραβoλικo

τµηµα.
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To Θ�ωρηµα 2 λ��ι oτι :

Eαν h ≤
3

4
p και τo στ�ρ�o τoπoθ�τηθ�ι στo vγρo µ� τoν αξoνα

τov κ�κλιµ�νo κατα oπoιαδηπoτ� γωνια µ� την κατακoρvφo, αλλα �τσι

ωστ� η βαση να µην αγγιζ�ι την �πιφαν�ια τov vγρov, τo στ�ρ�o

δ�ν θα παραµ�ιν�ι σ� αvτην την θ�ση αλλα θα �παν�λθ�ι στην

θ�ση oπov o αξoναs τov �ιναι κατακoρvφos.

[Figure5]

50





To Θ�ωρηµα 4 λ��ι oτι :

Eαν h >
3

4
p και

σ

ρ
≥

�
h− 3

4p
�2

h2 τo ιδιo σvµπ�ρασµα ισχv�ι.

Aπo την αλλη µ�ρια, τo Θ�ωρηµα 8 λ��ι oτι :

Eαν h >
3

4
p αλλα h <

15

8
p και

σ

ρ
<

�
h− 3

4p
�2

h2

και τo στ�ρ�o τoπoθ�τηθ�ι στo vγρo µ� τoν αξoνα τov κ�κλιµ�νo

κατα oπoιαδηπoτ� γωνια µ� την κατακoρvφo, αλλα �τσι ωστ� η

βαση να µην αγγιζ�ι την �πιφαν�ια τov vγρov, τo στ�ρ�o δ�ν θα

�παν�λθ�ι στην θ�ση µ� τoν αξoνα κατακoρvφo και δ�ν θα µ�ιν�ι

σ� oπoιαδηπoτ� θ�ση �κτos απo �κ�ινη oπov o αξoναs σχηµατιζ�ι µ�

την κατακoρvφo µια σvγκ�κριµ�νη γωνια. [Figure6]
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To τ�λ�vταιo θ�ωρηµα, Θ�ωρηµα 10, αφoρα την π�ριπτωση πov απoµ�ν�ι

δηλαδη h ≥
15

8
p και

σ

ρ
<

�
h− 3

4p
�2

h2 , η oπoια �ιναι η πιo πoλvπλoκη.

Σvνoψιζoνταs, o Aρχιµηδηs ταξιδ�ψ� µoνos oλη την πoρ�ια απo

παρατηρησ�ιs και π�ιραµατα, �µπ�ιρικovs κανoν�s, �πινoηση καταλληλων

�ννoιων, ανακαλvψη των βασικων αρχων και θ�µ�λιωση θ�ωριων,

αναπτvξη µαθηµατικων µ�θoδων για την �πιλvση των πρoβληµατων πov

πρoκvπτovν στιs θ�ωρι�s, και τ�λos την λvση αvτων των πρoβληµατων

καταληγoνταs στην πoσoτικη π�ριγραφη των φvσικων φαινoµ�νων.

To σvνoλo απoτ�λ�ι κατoρθωµα διχωs παραλληλo στην ιστoρια τηs

ανθρωπoτηταs.
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